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P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❲♦r❦ ❙t❡❛❧✐♥❣ ❢♦r ❙tr❡❛♠✐♥❣ ❙②st❡♠s ❛♥❞
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s
❏♦♥❛t❤❛ ❆♥s❡❧♠✐∗ ✱ ❇r✉♥♦ ●❛✉❥❛❧
❚❤è♠❡ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞✐str✐❜✉é ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à très ❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
➱q✉✐♣❡s✲Pr♦❥❡ts ▼❡s❝❛❧
❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥➦ ✻✾✽✽ ✖ ❏✉✐❧❧❡t ✷✵✵✾ ✖ ✶✼ ♣❛❣❡s
❆❜str❛❝t✿ ❚❤✐s ♣❛♣❡r st✉❞✐❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ str❡❛♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✉s✐♥❣ ❛ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ■♥❝♦♠✐♥❣ t❛s❦s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞
✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❜❡❝♦♠❡s ✐❞❧❡✱ ✐t st❡❛❧s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛❧❢✮ ♦❢ t❤❡ ❥♦❜s ❢r♦♠ ❛ ❜✉s② ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❲❡
♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❝❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ str❡❛♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✭s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜✉s ❝♦♥t❡♥t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✳
❲❡ ❢✉rt❤❡r s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❣❧♦❜❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ r❡♠❛✐♥s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇❤❡♥ t❛s❦s s♣❧✐t ✐♥ ♠❛♥② ❥♦❜s ♦r ✇❤❡♥ ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss♦rs
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛♥♥❡r✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ t✐❣❤t ❛♥❞ r♦❜✉st s♦ t❤❛t t❤❡② ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✜♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ✐t ❛❞❛♣ts t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ st❡❛❧✐♥❣
str❛t❡❣✐❡s✳
❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❲♦r❦ ❙t❡❛❧✐♥❣✱ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ▼❛r❦♦✈ ▼♦❞❡❧
∗ s❝❡♣tr❡
❆♥❛❧②s❡ ❞❡s P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ✈♦❧ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✢✉①
❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡
❘és✉♠é ✿ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✢✉① q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡ s✉r
✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲♣r♦❝❡ss❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ✈♦❧ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✿ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❞é❝♦✉♣é❡s ❡♥ ❞❡s s♦✉s✲
tâ❝❤❡s ❛❧❧♦✉é❡s ❛✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❡t ❞ès q✉✬ ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❛❝t✐❢✱ ✐❧ ✈♦❧❡ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ r❡st❛♥t à
✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡♥❝♦r❡ ❛❝t✐❢✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✳
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡t ♠❛tér✐❡❧s ✭❝♦♥✢✐ts s✉r ❧❡ ❜✉s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱
s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s✮ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❝✉rs✐✈❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡
q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡st❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡s tâ❝❤❡s s❡ ❞é❝♦✉♣❡♥t ❡♥ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲tâ❝❤❡s ❡t q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
❡st très ❣r❛♥❞✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s ❜♦r♥❡s r❛♣✐❞❡s s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡
❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ❡t q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✉ ✈♦❧
❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✮✳
▼♦ts✲❝❧és ✿ ❱♦❧ ❞❡ ❚r❛✈❛✐❧✱ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ▼♦❞è❧❡ ▼❛r❦♦✈✐❡♥
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❦ st❡❛❧✐♥❣ ❢♦r str❡❛♠✐♥❣ s②st❡♠s ✸
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▼♦❞❡r♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ♣❡r❢♦r♠ ♦♥✲t❤❡✲✢② r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✭❡✳❣✳✱ ❝♦♠♣r❡ss✱ ❝✐♣❤❡r ♦r ✜❧t❡r ✈✐❞❡♦
str❡❛♠s✮ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡q✉✐r❡s ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❋▲❖P❙ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ str❡❛♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ t❛❦❡ ♦✉r ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠
❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜♦❛r❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙❚ ▼✐❝r♦❧❡❝tr♦♥✐❝s ✭❚r❛✈✐❛t❛✮ ♦✈❡r t❤❡ ❙❚▼✽✵✶✵ ❝❤✐♣✳ ❚❤❡ ❝❤✐♣ ✐s ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❙❚✷✸✶ ♣r♦❝❡ss♦rs ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ✈✐❛ ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❜♦❛r❞ ✐s ✉s❡❞
❛s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ♣♦rt❛❜❧❡ ✈✐❞❡♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ❬✶❪✳ ❲❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ str❡❛♠
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❛s❦s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
s✐③❡s t❤❛t ♠❛② ✈❛r②✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ✈✐❞❡♦ str❡❛♠ ✉♥❞❡r ▼♣❡❣ ❝♦❞✐♥❣✳ ❆s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✐t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
❛ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ✈❡r② ❢❛st ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❢❛st ❜✉s✳ ❚❤❡ s②st❡♠
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ str❡❛♠✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿
❼ ❊❛❝❤ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t❛s❦ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❛t♦♠✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❥♦❜s t❤❛t ❛r❡ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs
✭t❤✐♥❦ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ♣✐①❡❧s ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✮✳
❼ ❆s s♦♦♥ ❛s ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❜❡❝♦♠❡s ✐❞❧❡✱ ✐t st❡❛❧s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❥♦❜s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❧❛r❣❡st ❜❛❝❦❧♦❣ ♦❢ ❥♦❜s✳
❼ ❖♥❝❡ ❛❧❧ ❥♦❜s ♦❢ ♦♥❡ t❛s❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡ t❛s❦ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ st❛rt ♦✈❡r
✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ t❛s❦✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜✉✛❡r✳
●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✇♦r❦ st❡❛❧✐♥❣ ✐s ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✇❤❡r❡ ✐❞❧❡ r❡s♦✉r❝❡s st❡❛❧ ❥♦❜s ❢r♦♠ ❜✉s② r❡s♦✉r❝❡s❀
s❡❡ ❬✶✻✱ ✹✱ ✽✱ ✸❪ ❢♦r ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ st❡❛❧✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s✉❝❤ ❛s ❈✐❧❦ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❑❛❛♣✐ ❬✶✸✱ ✷❪✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣
♣❛r❛❞✐❣♠ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❤❛s ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❋✐rst✱ t❤✐s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✐s ✈❡r② ❡❛s② t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♠❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ✇♦r❦ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♦♥❧② ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✭✐❞❧❡ ♦r ♥♦t✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇♦rst✲❝❛s❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❬✺❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♣r♦❝❡ss♦r ♦❜❧✐✈✐♦✉s s✐♥❝❡ ✐t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞❛♣ts ♦♥✲❧✐♥❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡
♦❢ ❥♦❜s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ s♣❡❡❞s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❬✼❪✳
▼❛♥② ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ✇♦r❦ st❡❛❧✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✿ ❛t ❡❛❝❤ st❡❛❧✱ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✇♦r❦ ✐s st♦❧❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉s✐❡st
♣r♦❝❡ss♦r✳ ▲❡t nr ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐t ❥♦❜s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss♦r 1 ≤ r ≤ R✱ ✇✐t❤ s♣❡❡❞ µr✳ ■t s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝❧❡❛r t❤❛t ❛❢t❡r R st❡❛❧s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❛❝❦❧♦❣ ✐s ❝✉t ❜② ❛t ❧❡❛st ❤❛❧❢ s♦ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡❛❧s ✐s
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② R log2(maxr nr) ❛♥❞ ✐❢ γ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♦♥❡ st❡❛❧✱ t❤❡♥ ❜② s✉♠♠✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥
t✐♠❡ C s❛t✐s✜❡s✿
P
r
nr
P
r
µr
≤ C ≤
P
r
nr+γR log(maxr nr)
P
r
µr
✳ ■♥ ❬✹❪ s✐♠✐❧❛r ❜♦✉♥❞s ❤♦❧❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛r❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐❝t✐♠ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱
✈❡r② ❢❡✇ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❤✐❣❤❡r ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠❡❛♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤ ❛s ✇❛✐t✐♥❣
t✐♠❡✳ ❆❧s♦✱ ❢❡✇ st✉❞✐❡s ✉s❡ ❛❝❝✉r❛t❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ ❛s ❡①❝❧✉s✐✈❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ✭❜✉s ❝♦♥t❡♥t✐♦♥s✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦❢t✇❛r❡ ❢❡❛t✉r❡s ✭st❡❛❧✐♥❣ ❥♦❜s ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉s✐❡st
♣r♦❝❡ss♦r✮✳ ■♥ ❬✻❪ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t r❛t❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❛t❡ ❜✉t ♥♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇❤❡r❡ ✐❞❧❡
♣r♦❝❡ss♦rs st❡❛❧ ❢r♦♠ ❜✉s② ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❬✶✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✉♥❧✐❦❡ ✇❤❛t ✐s ❞♦♥❡ ❤❡r❡✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ str❡❛♠✐♥❣ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆t t❤❡
t❛s❦ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ q✉❡✉❡✐♥❣ s②st❡♠ ✭▼✴●✴✶ q✉❡✉❡✮ s♦ t❤❛t t❤❡ P♦❧❧❛❝③❡❦✕❑❤✐♥t❝❤✐♥❡
❢♦r♠✉❧❛✱ ❡✳❣✳✱ ❬✾❪✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✭t❛s❦✮ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❆t t❤❡ ❥♦❜ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞
❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✇❤♦s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❥♦❜ s❡r✈✐❝❡s ♦r st❡❛❧s✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❣❧♦❜❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
r❡♠❛✐♥s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇❤❡♥ t❛s❦s s♣❧✐t ✐♥ ♠❛♥② ❥♦❜s ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❡✣❝✐❡♥t ❜♦✉♥❞s ❛✐♠❡❞ ❛t q✉✐❝❦❧② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛♥♥❡r✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❡❛♥ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ✈❡r② t✐❣❤t ❛♥❞ r♦❜✉st
❝❛♣t✉r✐♥❣ ✈❡r② ✇❡❧❧ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❘❘ ♥➦ ✻✾✽✽
✹ ❆♥s❡❧♠✐ ❛♥❞ ●❛✉❥❛❧
P2
PR
P1
❢♦r❦ ❥♦✐♥
✐♥♣✉t
str❡❛♠
t❛s❦s
❥♦❜s
✐♥♣✉t ❜✉✛❡r
P3
s②♥❝❤
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ❢♦r❦✲❥♦✐♥ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞✿ t❤❡ ❥♦✐♥ ❤❛s t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❛❧❧ ❥♦❜s t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ s❡♥❞✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛❧ ❜❛❝❦ ❛♥❞ r❡❧❡❛s✐♥❣
♦♥❡ ♣❡♥❞✐♥❣ t❛s❦✳ ❚❤❡ s②♥❝❤ ♥♦❞❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❛s❦s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦ ♣r♦❝❡ss♦r st❛rts ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ ❥♦❜ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
t❛s❦ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❥♦❜ ♦❢ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s t❛s❦ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ st❡❛❧ ✐♥ ❛ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♦♥❡ ▼✴●✴✶ q✉❡✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞♦tt❡❞
❛r❡❛ ✐s s❡❡♥ ❛s ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❢♦r t❛s❦s✳
❜♦✉♥❞s ❧❡ts ✉s ❞❡✈✐s❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
s♣❡❡❞s ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✳
❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ ❤♦✇ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❞❛♣ts t♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛✐♠❡❞ ❛t ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞ ❛♠♦♥❣
♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s t✉r♥s ♦✉t t♦ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❝♦sts s♦ t❤❛t t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ✐s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✇✐t❤♦✉t ♦✉r ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ q✉❡✉❡✐♥❣
♠♦❞❡❧ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐t❤
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❣❧♦❜❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♣r♦♣♦s❡s ❡✣❝✐❡♥t ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞
❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✐❧❧✉str❛t❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ s♣❡❡❞s ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦sts✱
❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ❞✐s❝✉ss❡s ❤♦✇ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❧✐♥❣ st❛t❡❣✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❙❡❝t✐♦♥ ✽ ❞r❛✇s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡s ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳
✷ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❲♦r❦ ❙t❡❛❧✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ▼✉❧t✐✲♣r♦❝❡ss♦r ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❡ ♠✉st t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✜ts
r❛t❤❡r ✇❡❧❧ t❤❡ ❚r❛✈✐❛t❛ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❞s♣ s②st❡♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙❚ ▼✐❝r♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❢♦r str❡❛♠✐♥❣ ✈✐❞❡♦ ❝♦❞❡❝
❬✶❪ ✇❤❡r❡ t❛s❦s ❛r❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❥♦❜s ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✭♦r ❣r♦✉♣ ♦❢
♣✐①❡❧s✮ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✿ t❤❡ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s
♣♦✐♥t ❛♠♦♥❣ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t❛s❦s ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡❞ t❛s❦s ✭t❤❡ s②♥❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢♦r❦ ❛♥❞ ❥♦✐♥ ♥♦❞❡s✳
❆❧s♦✱ ❛t t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❧❡✈❡❧✱ ❜✉s ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡s ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r st❡❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❛♠♦♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ st❡❛❧ ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❜✉✛❡r ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
st♦❧❡♥ ❥♦❜s ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❜✉s✐❡st ♣r♦❝❡ss♦r ✐s st♦❧❡♥✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❧❛tt❡r ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡
❤❛r❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t ♠♦❞❡❧s ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛t t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ t✇♦ ❧❡✈❡❧s✳ ❆t t❤❡ t❛s❦ ❧❡✈❡❧✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ q✉❡✉❡✐♥❣
♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❢♦r❦ ❛♥❞ ❥♦✐♥ ♥♦❞❡s✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❆t t❤❡ ❥♦❜ ❧❡✈❡❧✱ ❛ ❞✐r❡❝t ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞✳
❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ t✐♠✐♥❣s ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡
t❤❛t t✇♦ st❡❛❧s ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜✉s ❛♠♦♥❣ t❤❡
♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦✈❡r ♦♥❡ t❛s❦ ❝❛♥ ♦♥❧② st❛rt ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❛s❦ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✜♥✐s❤❡❞ ✭♥♦
♣✐♣❡❧✐♥✐♥❣ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✮✳
❆t t❤❡ t❛s❦ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ q✉❡✉❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ❢♦r❦ ❛♥❞
❥♦✐♥ ♥♦❞❡s ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❥♦❜s ❛r❡ s♣r❡❛❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs
✐s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤✐s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ r❡❞✉❝✐❜❧❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ t❤❛t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
■◆❘■❆
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❦ st❡❛❧✐♥❣ ❢♦r str❡❛♠✐♥❣ s②st❡♠s ✺
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ t❛s❦ i ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡❛❝❤ ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ i − 1 ❤❛✈❡ ✜♥✐s❤❡❞
t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
✷✳✶ ◗✉❡✉❡✐♥❣ ▼♦❞❡❧
❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ q✉❡✉❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ R s❡r✈✐❝❡ ✉♥✐ts ✭♦r ♣r♦❝❡ss♦rs✮ ❛♥❞ ❡❛❝❤ s❡r✈✐❝❡ ✉♥✐t r
❤❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ❜✉✛❡r✳ ■❢ ♥♦t ♦t❤❡r✇✐s❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✐♥❞✐❝❡s r ❛♥❞ s ✇✐❧❧ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❛♥❣❡ ✐♥ s❡t {1, . . . , R} ✐♥❞❡①✐♥❣ t❤❡ R
♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❛s❦s ❛rr✐✈❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ r❛t❡ λ✳ ❲❤❡♥
❛ t❛s❦ ❡♥t❡rs t❤❡ s②st❡♠✱ ✐t s♣❧✐ts ✐♥t♦ Nk ·R ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❥♦❜s✱ Nk ∈ Z+✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pk✱ k = 1, . . . ,K✱ ❛♥❞✱
❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡s❡ ❥♦❜s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❛t ✐s Nk ❥♦❜s ♣❡r ♣r♦❝❡ss♦r ✭❛♥② ✐♥✐t✐❛❧
✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧s
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❛s❦s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦r ❥♦❜s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ Pr♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❥♦❜s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❋✐rst✲❈♦♠❡✲❋✐rst✲❙❡r✈❡❞ ✭❋❈❋❙✮ s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✳ ❚❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜②
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❥♦❜ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss♦r r ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ−1r ✳ ■❢
t❛s❦ i ❥♦✐♥s t❤❡ s②st❡♠ ✇❤❡♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s st✐❧❧ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❥♦❜s ❢r♦♠ t❛s❦ i − 1✱ t❤❡♥ ✐t ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❛ q✉❡✉❡ ♦❢
❜❧♦❝❦❡❞ t❛s❦s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❜✉✛❡r ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ ❥♦❜s ♦❢ t❛s❦ i− 1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ❛❧❧ ❥♦❜s ♦❢ t❛s❦ i
✭✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❜✉✛❡r✮ ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ t✉r♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
t❛s❦ i✱ ✐❢ ♣r♦❝❡ss♦r r ❜❡❝♦♠❡s ✐❞❧❡✱ t❤❡♥ ✐t ❛tt❡♠♣ts t♦ st❡❛❧ ⌊nmax/2⌋ ❥♦❜s ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤
t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s✱ ✐✳❡✳✱ nmax✳ ❙✉❝❤ st❡❛❧✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐❢ ♥♦ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛s ❜❛❝❦❧♦❣❣❡❞
❥♦❜s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❥♦❜s ❛r❡ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts✳ ❲❤❡♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r st❡❛❧s ❥♦❜s ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡✉❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✐t ✉s❡s
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜✉s ✐♥ ❛♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♠❛♥♥❡r ✭♥♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t st❡❛❧ ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✮✳ ❚❤✐s ❢✉rt❤❡r
✐♥❝✉rs ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s t♦ tr❛♥s❢❡r ✭♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ❛r❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✮✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ tr❛♥s❢❡r ❥♦❜s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r q✉❡✉❡s✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❝❡ss♦r t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ q✉❡✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❲❡
❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ♠❡❛♥ γ−1i ✇❤❡r❡ ⌊i/2⌋
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s t♦ tr❛♥s❢❡r✳
▲❡t n(t) = (n1(t), . . . , nR(t)) ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ❛t t✐♠❡ t✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ❜✉s ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❛t ❛ t✐♠❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛
st❡❛❧ ✐❢ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ✐❞❧❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ st❛t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ st❡❛❧✳ ❆♥②
♦t❤❡r r✉❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ♦♥❡ ✐❞❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ■♥ n(t)✱ ✐❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛♥ st❡❛❧ ❥♦❜s ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡✉❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r r✱ ✐✳❡✳✱ ‖ {s : ns =
0} ‖> 1✱ t❤❡♥ ♦♥❧② ♣r♦❝❡ss♦r min{s : ns = 0 ∧ s > r} ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ st❡❛❧ ❢r♦♠ r ✐❢ ✐t ❡①✐sts✳ ❖t❤❡r✇✐s❡
t❤❡ ❥♦❜s ❛r❡ st♦❧❡♥ ❜② min{s : ns = 0 ∧ s < r}✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ ♣r♦❝❡ss♦r r ❝❛♥ st❡❛❧ ❥♦❜s ❢r♦♠ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥ st❛t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s st♦❧❡♥✳
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ■♥ n(t)✱ ✐❢ ‖ {s : ns = maxr nr} ‖> 1✱ t❤❡♥ ❥♦❜s ❝❛♥ ❜❡ st♦❧❡♥ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡✉❡ ♦❢ ♣r♦❝❡s✲
s♦r min{s : ns = maxr nr}✳
❯♥❞❡r t❤❡ ❢♦r❡❣♦✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ K = 1✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
{(m(t),n(t)) : m(t) ≥ 0, n(t) ≥ 0}t∈R+ ✭✶✮
✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r s❡r✈✐❝❡ ❛t t✐♠❡ t ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✭✐✳❡✳✱ m✮✱ ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✭✐✳❡✳✱ n✮✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ❞✐r❡❝t t♦ s❡❡ t❤❛t ✭✶✮ ✐s ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r st✉❞② ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ✭✶✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t → ∞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ t❛s❦ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❛s❦s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ ✇♦r❞ ✏st❛t✐♦♥❛r②✧ ✇❤❡♥ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐♥❞✐❝❡s✳
❘❘ ♥➦ ✻✾✽✽
✻ ❆♥s❡❧♠✐ ❛♥❞ ●❛✉❥❛❧
▲❡t n ∈ ZR✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✿
R := ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs,
λ := ♠❡❛♥ t❛s❦ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡✱
pk := ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐♥❝♦♠✐♥❣ t❛s❦s s♣❧✐t ✐♥ NkR ❥♦❜s✱ Nk ∈ Z+, k = 1, . . . ,K,
µ−1r := ♠❡❛♥ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r✲r ❥♦❜s✱
µ :=
∑R
r=1 µr,
γ−1i := ♠❡❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ✭❞❡❧❛②✮ ✐♥❝✉rr❡❞ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ⌊i/2⌋ ❥♦❜s✱
n := (n1, . . . , nR)✱ ✈❡❝t♦r ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r✱
er := ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r✱
Xr := ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ−1r ,
X := ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ−1,
Tn := t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ nr ❥♦❜s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss♦r r✱ ∀r✱
Tn := E[Tn],
Vn := E[T
2
n
],
T := t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡✱
T := ♠❡❛♥ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳✱ E[T ],
V := s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳✱ E[T 2],
W := ♠❡❛♥ t❛s❦ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✳
✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ❋r❛♠❡✇♦r❦
❲❡ ♥♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
❝❧❛ss✐❝ ❣❧♦❜❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳✱ ❬✾❪✱ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✭✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ tr✉♥❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s ✉s t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ♠♦❞❡❧ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ▼✴●✴✶ q✉❡✉❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ❡st✐♠❛t❡s ❛t t❤❡ t❛s❦ ❧❡✈❡❧ ❜②
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❥♦❜s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s ❞♦ ♥♦t
♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❥♦❜s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❛s❦ i ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ❥♦❜s ♦❢ t❛s❦ i − 1 ❤❛✈❡ ✜♥✐s❤❡❞ t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❛♣♣❧②✐♥❣ st❛♥❞❛r❞
✭❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s✳
✸✳✶ ❊①❛❝t ❆♥❛❧②s✐s
■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✭❡①❛❝t✮ ❣❧♦❜❛❧ s❡r✈✐❝❡
t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡❛❝❤ t❛s❦✳ ❚❤❡ ✜rst
t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ s✉❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝ ▼✴●✴✶ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❡✳❣✳✱ ♠❡❛♥ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✳
▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t✇♦ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❛s❦s ❛❧✇❛②s s♣❧✐t ✐♥ 10 ❥♦❜s✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✇❤♦s❡ ❤✐tt✐♥❣ t✐♠❡ ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ (5, 5) t♦ ❛❜s♦r✐❜✐♥❣ st❛t❡ (0, 0)
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ♦♥❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t❛s❦✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❡ ♦♠✐tt❡❞ s♦♠❡ st❛t❡s t♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ t❤✐❝❦
✭❞✐❛❣♦♥❛❧✮ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ st❡❛❧s✳ ❙t❡❛❧✐♥❣ ♦❢ ❥♦❜s ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥s ♦♥ t❤❡ st❛t❡s ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢
t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ R ≥ 2 ❛♥❞ ❥♦❜ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ n ∈ {1, . . . , Nmax}R ✇❤❡r❡ ❡①✐sts s : ns = 0✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ st❡❛❧ r❡♠♦✈❡s ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❥♦❜s ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡✉❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r
s′ = min{r : nr = maxs ns} ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ❜② ♣r♦❝❡ss♦r r′ = min{s : ns = 0 ∧ s > s′} ✐❢ ✐t ❡①✐sts
❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❜② r′ = min{s : ns = 0 ∧ s < s′}✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ st❛t❡ n ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ st❛t❡ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛
st❡❛❧✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ♠♦✈❡s t♦ st❛t❡
n
∗ = n + ⌊0.5 maxs ns⌋er′ − ⌊0.5 maxs ns⌋emin{r:nr=maxs ns} ✭✷✮
✇❤❡r❡ r′ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r t❤❛t st❡❛❧s ❢r♦♠ s′ ❛♥❞ er ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❥♦❜s
❛r❡ st♦❧❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❜❛❝❦❧♦❣✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳
■◆❘■❆
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❦ st❡❛❧✐♥❣ ❢♦r str❡❛♠✐♥❣ s②st❡♠s ✼
5,3
5,5 4,5
4,45,4
2,5
3,4 2,4
3,5
0,0
2,2
0,11,1
1,0
5,2
4,3 3,3
3,2
2,3
4,2 0,2
0,5
0,4
0,3
1,5
1,2
5,1 2,1
4,05,0 3,0 2,0
µ2
µ1 µ1 µ1
µ1 µ1
µ2 µ2 µ2
µ1
µ2
µ1
µ2
µ2 µ2
µ2
µ1
µ2 µ2 µ2
µ2
µ1µ1
µ2
µ1 µ1
µ1
µ1 µ1
µ1
µ2
µ1
µ2
µ2
µ1
µ2
µ1
µ1
µ1
µ1
µ2 µ2 µ2 µ2
µ1 µ1
µ2 µ2µ2
µ1 µ1 µ1 µ1
µ2
γ5
γ4
γ2
γ4 γ3 γ2γ5
µ2 µ2
γ3
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ r❡❞✉❝✐❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ K = 1 ❛♥❞ NK = 5✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ n ❙t❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❘❛t❡
✶✮ nr ≥ 1, ∀r ∀r : n 7→ n − er µr
✷✮ ∃r : nr = 0 ∧ n 7→ n∗ γmaxt nt
∃s : ns > 1 ∀t : nt > 0 : n 7→ n − et µt
✸✮ nr ≤ 1, ∀r ∧ ∀r : nr = 1 n 7→ n − er µr
∃s : ns = 0
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀ er ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r✳
❘❘ ♥➦ ✻✾✽✽
✽ ❆♥s❡❧♠✐ ❛♥❞ ●❛✉❥❛❧
▲❡t Tn ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ✐♥ ❥♦❜ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ n✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ nr ❥♦❜s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ ♣r♦❝❡ss♦r r✱ ∀r✱ Tn := E[Tn] ❛♥❞ Vn := E[T 2n ]✳ ❚❤❡ ✭▼❛r❦♦✈✐❛♥✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷ ❛♥❞ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ Tn✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r Tn ✇❤❡r❡✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡
µ =
∑
r
µr, µ0,n = γmaxs ns +
∑
s:ns>0
µs. ✭✸✮
❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❋♦r ❛❧❧ ❥♦❜s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s n✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❤♦❧❞ tr✉❡✳ ■❢ nr > 1,∀r✱ t❤❡♥
Tn =
1
µ
+
R
∑
r=1
µr
µ
Tn−er . ✭✹✮
■❢ ∃r, s : nr = 0 ∧ ns > 1✱ t❤❡♥
Tn =
1
µ0,n
+
γmaxs ns
µ0,n
Tn∗ +
∑
r:nr>0
µr
µ0,n
Tn−er . ✭✺✮
■❢ nr ≤ 1, ∀r✱ t❤❡♥
Tn =
1
∑
s:ns=1
µs
+
∑
r:nr=1
µr
∑
s:ns=1
µs
Tn−er ✭✻✮
✇❤❡r❡ n∗ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✮✳
Pr♦♦❢✿ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✲st❡♣ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ✷
❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ ❋♦r♠✉❧❛ ✭✹✮ ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡✿ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② R = 2 ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ t❤❡ ♠❡❛♥
✢♦✇ t✐♠❡ ❢r♦♠ st❛t❡ (n1, n2) t♦ (0, 0) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ st❛t❡ (n1, n2)✱ ✐✳❡✳✱ 1/µ✱ ♣❧✉s t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇
t✐♠❡s ❢r♦♠ st❛t❡s (n1 − 1, n2) ❛♥❞ (n1, n2 − 1) ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ st❛t❡s
❢r♦♠ (n1, n2)✱ ✐✳❡✳✱ µ1/µ ❛♥❞ µ2/µ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ n2 = 0 ❛♥❞ n1 > 1✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µ1/µ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
♦❝❝✉rs t♦ st❛t❡ (n1 − 1, 1) ✭✇✐t❤ ♥♦ st❡❛❧✐♥❣✮✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② γn1/(γn1 + µ1) ♣r♦❝❡ss♦r ✷ st❡❛❧s ⌊n1/2⌋ ❥♦❜s
❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ q✉❡✉❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r ✶✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡❛♥ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② 1/(γn1 +µ1) ♣❧✉s t❤❡ ♠❡❛♥ s❡r✈✐❝❡
t✐♠❡s ♦❢ ❜♦t❤ st❛t❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡✐r ❥♦✐♥✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❲❤❡♥ n = (1, 1)✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛♥❞❧❡s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡
❥♦❜ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ T1,1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❛♥
♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐t❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲
r❡❝✉rs✐✈❡ ✇❛②✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❝❡ss♦rs ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
s❝❤❡♠❡✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ♣r♦✈✐❞❡s r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t Vn✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❋♦r ❛❧❧ ❥♦❜s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s n✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❤♦❧❞ tr✉❡✳ ■❢ nr > 1,∀r✱ t❤❡♥
Vn =
2
µ2
+
R
∑
r=1
µr
µ
(
Vn−er + 2
Tn−er
µ
)
✭✼✮
■❢ ∃r, s : nr = 0 ∧ ns > 1✱ t❤❡♥
Vn =
2
µ20,n
+
γmaxs ns
µ0,n
(
Vn∗ + 2
Tn∗
µ0,n
)
+
∑
r:nr>0
µr
µ0,n
(
Vn−er + 2
Tn−er
µ0,n
)
✭✽✮
■❢ nr ≤ 1, ∀r✱ t❤❡♥
Vn =
2
(
∑
s:ns=1
µs)2
+
∑
r:nr=1
µr
∑
s:ns=1
µs
(
Vn−er + 2
Tn−er
∑
s:ns=1
µs
)
✭✾✮
✇❤❡r❡ Tn−er ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❛♥❞ n
∗ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✮✳
■◆❘■❆
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❦ st❡❛❧✐♥❣ ❢♦r str❡❛♠✐♥❣ s②st❡♠s ✾
Pr♦♦❢✿ ❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t Vn =
∑R
r=1
µr
µ E[(Tn−er + X)
2]✱ ✇❤❡r❡ X ✐s
❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ−1✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Vn =
∑
r:nr>0
µr
µ0,n
E[(Tn−er +
Y )2] +
γmaxs ns
µ0,n
E[(Tn∗ + Y )
2] ✇❤❡r❡ Y ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s♦❥♦✉r♥ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ st❛t❡s n s✉❝❤
t❤❛t ∃r : nr = 0 ∧ ∃s : ns > 1✳ ❋♦r t❤❡ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t Yn ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 1/(γmaxs ns +
∑
s:ns>0
µs)✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✳ ✷
❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r Vn ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r Tn✳
✸✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ■♥❞✐❝❡s
❲❡ ♥♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❙✐♥❝❡ t❛s❦s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❥♦❜s✱ ♥❛♠❡❧② NkR ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pk✱
t❤❡ ♠❡❛♥ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t❛s❦s T ✐s s✐♠♣❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❧✐ts✳ ❆ss✉♠✐♥❣✱ ❢♦r
s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❛t ❥♦❜s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
T = E[
∑K
k=1 pkTNk ] =
∑K
k=1 pkTNk . ✭✶✵✮
❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
V = E[(
∑K
k=1 pkTNk)
2]
=
K
∑
k=1
p2kE[T
2
Nk
] +
K
∑
i,j=1
i 6=j
pipjE[TNiTNj ]
=
K
∑
k=1
p2kVNk +
K
∑
i,j=1
i 6=j
pipjTNiTNj ,
✭✶✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st st❡♣ ❢♦❧❧♦✇s ❜② t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❛s❦s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❥♦❜s ❞♦ ♥♦t ❡✈❡♥❧② s♣❧✐t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ W ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
P♦❧❧❛❝③❡❦✕❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❡✳❣✳✱ ❬✾❪✱ ②✐❡❧❞✐♥❣
W =
λV
2(1 − λT )
, ✭✶✷✮
t❤❡ ♠❡❛♥ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✐s W + T ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ▲✐tt❧❡✬s ❧❛✇ ❬✾❪✳
✸✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ●❧♦❜❛❧ ❇❛❧❛♥❝❡
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠❛❦❡
❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✶✮✳
▲❡t Nmax = maxk=1,...,K Nk✳ ❙✐♥❝❡ TNmax,...,Nmax r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ TNk,...,Nk ✱ ❢♦r ❛❧❧ k✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ T t❤r♦✉❣❤ ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② TNmax,...,Nmax ✳ ❆ss✉♠✐♥❣
t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r s❡t Ω(i) := {n :
∑
r nr = i, 0 ≤ nr ≤ Nmax} ✐♥ O(‖ Ω(i) ‖) st❡♣s ✭❜② ♠❡❛♥s✱ ❡✳❣✳✱
♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧s✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❝♦♠❡ O(RNRmax) ❢♦r t✐♠❡✱ ❛♥❞
O(NR−1max ) ❢♦r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✭❞✐❛❣♦♥❛❧❧②✮ s♣❛♥ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❥♦❜
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ♣❡r❢♦r♠ O(R) ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❛ st❡❛❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❖♥❝❡ T ✐s ❦♥♦✇♥✱ V ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳
●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❣❧♦❜❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✾❪✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐ts ❡①❛❝t
✭st❛t✐♦♥❛r②✮ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▲❡t (m,n) ❜❡ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐♥ ✭✶✮ ✇❤❡r❡ m ≥ 0 ❛♥❞ 0 ≤ nr ≤
Nmax = maxk=1,...,K Nk✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st❛t❡ s♣❛❝❡
tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ✭✶✮ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t♦ M t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ λ✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥
t❤❛t s✉❝❤ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ♥❡❛r❧② ❡①❛❝t r❡s✉❧ts ✐❢ M ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✭♥♦t❡ t❤❛t M s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ RNmax✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s st❛t✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✏✢✉①✑ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❛❝❤ st❛t❡ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✏✢✉①✑ ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❛t st❛t❡✱
t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❡❛♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❘❘ ♥➦ ✻✾✽✽
✶✵ ❆♥s❡❧♠✐ ❛♥❞ ●❛✉❥❛❧
5,3
0,0
2,2
5,5 4,5
4,4
0,11,1
1,2
1,0
5,1
5,2
5,4
2,5 1,5
3,4
4,3 3,3
3,2
2,3
1,4
1,3
2,1
2,4
3,14,1
4,2
3,5
µ2
µ1 µ1 µ1 µ1
µ1 µ1
µ1
µ2
µ2
µ2
µ2
µ2
µ2
µ1
µ2 µ2 µ2
µ2
µ2
µ2
µ1 µ1
µ1µ1
µ2 µ2
µ2
µ2
µ1
µ1
µ1 µ1 µ1
µ2 µ2
µ1
µ1
µ1 + µ2
µ1 + µ2
µ1
µ2 µ1
µ1 + µ2
µ2
µ1
µ2µ1 + µ2
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ r❡❞✉❝✐❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ K = 1✱ NK = 5 ❛♥❞ γn → ∞, ∀n✳
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ s❡t {(m,n) : 0 ≤ m ≤ M ∧ 0 ≤ nr ≤ Nmax,∀r}✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ O(MNRmax) ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t
t❤✐s ✐s ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t❤❛♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡❛♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳
✹ ❇♦✉♥❞✐♥❣ ❆♥❛❧②s✐s
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✲
st❡❛❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❣❧♦❜❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇❤❡♥ t❛s❦s s♣❧✐t ✐♥ ♠❛♥② ❥♦❜s ♦r ✇❤❡♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❡✣❝✐❡♥t ❜♦✉♥❞s ♦♥
❜♦t❤ T ❛♥❞ V ✱ ❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ t❛s❦ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ W ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ❢♦r tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ❥♦❜s ❛♠♦♥❣
t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳✱ γi → ∞, ∀i✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❞❡❧❛② ✐s ♦❢t❡♥ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❥♦❜ ✭♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞
❜② ✈❡r② ❢❛st ❜✉s❡s✮✳ ❆❧s♦✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❥♦❜s ❛♠♦♥❣ ♣r♦❝❡ss♦r q✉❡✉❡s ❝❛♥ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡ t♦ ❝♦♣② t❤❡
♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❥♦❜ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❛❝❤❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ st❡❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞
t♦ r❡❛❞ ❢❡✇ ❜②t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❥♦❜ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ γi = ∞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡r✐♥❞❡① L✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦✲♣r♦❝❡ss♦r ❝❛s❡ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ st❛t❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
(n1, 0)✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ γn1 → ∞✱ t❤❡♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s (⌈n1/2⌉, ⌊n1/2⌋) ❛♥❞ t❤❡
s♦❥♦✉r♥ t✐♠❡ ✐♥ st❛t❡ (n1, 0) t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ s♦ t❤❛t t❤❡s❡ st❛t❡s ❜❡❝♦♠❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ st❛t❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▼❛r❦♦✈
❝❤❛✐♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❯♥❞❡r t❤❡ ❢♦r❡❣♦✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❢♦r ❛❧❧ n✱ T L
n
≤st Tn✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s T
L
n
≤ Tn ❛♥❞ V
L
n
≤ Vn✳
Pr♦♦❢✿ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❤♦❧❞s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s n(t) ❛♥❞ nL(t)✳
▲❡t ✉s ✉♥✐❢♦r♠✐③❡ ❜♦t❤ ❝❤❛✐♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐③✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t U =
∑
µr + γmax✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✉♥✐❢♦r♠✐③❡❞
❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ñ(k)(w) ❛♥❞ ñL(k)(w) ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ✜♥✐t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ (Ω, P ) =
{(0, γ/U), (1, µ1/U), . . . (R,µR/U)}✳
❋♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▼❛r❦♦✈ ❝❛s❡✱ ✐❢ ñ(k)(ω) > (0, . . . , 0)✱ t❤❡♥
❼ ✐❢ ω = i t❤❡♥ ñ(k + 1)(ω) = ñ(k)(ω) − 1i✱
❼ ✐❢ ω = 0 t❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ñ(k)(ω)i = 0 ❛♥❞ ω = 0✱ t❤❡♥ ❛ st❡❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ ❛♥❞ ✐❢ ω = i t❤❡ st❛t❡ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❆s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❛s❡✱ ✐❢ ñL(k)(ω) > (1, . . . , 1) t❤❡♥
❼ ✐❢ ω = i t❤❡♥ ñL(k + 1)(ω) = ñL(k)(ω) − 1i✱
■◆❘■❆
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❦ st❡❛❧✐♥❣ ❢♦r str❡❛♠✐♥❣ s②st❡♠s ✶✶
❼ ✐❢ ω = 0 t❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ñL(k)(ω)i = 1 ❛♥❞ ω = i✱ t❤❡♥ ❛ s❡r✈✐❝❡ ✐♥ q✉❡✉❡ i ❛♥❞ ❛ st❡❛❧ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ t♦❣❡t❤❡r✱ ❛♥❞ ✐❢ ω = 0 t❤❡
st❛t❡ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s✉♠ ñL1 (k)(ω)+ · · ·+ ñ
L
r (k)(ω) ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✱ ñ
L
1 (k)(ω)+ · · ·+
ñLr (k)(ω) ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ✶ ✇❤❡♥❡✈❡r ω 6= 0 ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥ ω = 0✱ ✇❤✐❧❡ ñ
L
1 (k)(ω)+· · ·+ñ
L
r (k)(ω) ❛❧s♦
r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥ ω = 0✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ω ∈ {1, . . . , r}✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✭❜② ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ k✮ t❤❛t ñL1 (k)(ω) + · · · + ñ
L
r (k)(ω) ≤ ñ1(k)(ω) + · · · + ñr(k)(ω) ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r k✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ❝❤❛✐♥s✱ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡ t✱ nL1 (t)(ω) + · · · + n
L
r (t)(ω) ≤st n1(t)(ω) + · · · + nr(t)(ω) ✇❤❡r❡ ≤st
✐s t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♦r❞❡r ❬✶✺❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ Tn ✐s ❛ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠s✱ T Ln ≤st Tn✳ ✷
■♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s♦❥♦✉r♥ t✐♠❡s ♦❢ ❡❛❝❤ st❛t❡ (n1, n2)
s✉❝❤ t❤❛t n1, n2 ≥ 1 ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 1/µ✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥② ♣❛t❤ ❢r♦♠
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ (N, N) t♦ ❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡ (1, 1) ✐♥✈♦❧✈❡s 2N − 2 st❡♣s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡
♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ st❛t❡ (1, 1) ❢r♦♠ (N, N) ✐s ❊r❧❛♥❣ ✇✐t❤ r❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r µ ❛♥❞ 2N−2 ♣❤❛s❡s✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s♦❥♦✉r♥
t✐♠❡s ♦❢ st❛t❡s (1, 1)✱ (1, 0) ❛♥❞ (0, 1)✱ t❤❡ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s T LN,N =db ❊r❧❛♥❣(µ, 2N − 2) +
max{X1, X2}✱ ✇❤❡r❡ Xr ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ−1r ✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤✐s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ R ≥ 2 ❛♥❞ t❛s❦s ❝❛♥ s♣❧✐t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❥♦❜s✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✭✇❤❡♥ γi → ∞✮
T L =db
K
∑
k=1
pkT
L
Nk
=db
K
∑
k=1
pk
(
❊r❧❛♥❣(µ, NkR − R) + max
r=1,...,R
{Xr}
)
. ✭✶✸✮
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ❢♦r ✭✶✶✮✱
TL = T1 +
K
∑
k=1
pk
NkR − R
µ
, V L =
K
∑
k=1
p2kV
L
Nk
+
K
∑
i,j=1
i 6=j
pipjT
L
Ni
TL
Nj
, ✭✶✹✮
✇❤❡r❡
V L
Nk
= E[(T L
Nk
)2] =
NkR − R + (NkR − R)
2
µ2
+ V1 + 2
NkR − R
µ
T1 ✭✶✺✮
k = 1, . . . ,K✱ ❛r❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ T ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ■♥ t✉r♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥
✇❛✐t✐♥❣ W str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✭✶✷✮✳
■♥ ✭✶✹✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ TL ❛♥❞ V L ✐s t❤❡♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ T1 ✭♥♦t❡ t❤❛t
V1 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛s T1✮✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❋♦r♠✉❧❛ ✭✻✮✱ t❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② O(R2R + K)
❢♦r t✐♠❡ ❛♥❞ O(R + K) ❢♦r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞s ❜❡❝♦♠❡s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ Nmax✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦✉r ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ t❤✐s ♠❛❦❡s ♦✉r ❜♦✉♥❞s ❡✣❝✐❡♥t✳
✹✳✶ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s Pr♦❝❡ss♦rs
■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱
t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s µ1 = . . . = µR✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❢♦r T1 ❛♥❞ V1✳ ◆♦t✐♥❣ t❤❛t T1 ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ R ✐✳✐✳❞✳ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐t ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t
♦❢ ❡①tr❡♠❡✲✈❛❧✉❡ st❛t✐st✐❝s✱ ❡✳❣✳✱ ❬✶✶❪✱ t❤❛t
T1 = µ1
−1
R
∑
r=1
r−1
❛♥❞
V1 = µ
−2
1
R
∑
r=1
r−2 + T 2
1
,
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❋♦r♠✉❧❛❡ ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✾✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❇♦①♣❧♦t ♦❢ ❡rr♦rs ✭✶✻✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ❛♥❞❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛ss❡ss t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦
t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞s ♦♥ ❛ ✇✐❞❡ t❡st✲❜❡❞
♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✇❡
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ♦✉r
❜♦✉♥❞s ✇❤❡♥ Nmax ✐s ❧❛r❣❡✳
❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ♠♦❞❡❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ t❡st ❜❡❞ ♦❢ 3, 000 r❛♥❞♦♠❧②✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡st ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
100% · (Wexact − Wbound)/Wexact, ✭✶✻✮
✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦♥ ♠❡❛♥ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦rs ♦❢ Tbound ❛♥❞ Vbound✱
✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡rr♦r ✭✶✻✮ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss r♦❜✉st t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r♠❡rs ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✭✶✷✮✳ ❊①❛❝t
♠♦❞❡❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ t♦
✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❙✐♥❝❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛
■♥t❡r✈❛❧ ❱❛❧✉❡
◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✭R✮ {2, 3, 4} ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ s♣❧✐ts ✭pk✮ 1/K
❏♦❜s ♠❡❛♥ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ✭µr✮ [0.1, 10] ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ♣❡r t❛s❦ ♦❢ t②♣❡ k ✭Nk✮ k · 20
◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t❛s❦ s♣❧✐ts ✭K✮ {2, . . . , 10} ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ✭γ−1i ✮ ⌊
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❚❛❜❧❡ ✷✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞✳
❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✐♥ ♦✉r t❡sts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r R ≤ 4✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❡sts ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r s✐③❡ ♦❢
maxk=1,...,K Nk ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t
❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r♦❜✉st r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡st ❝❛s❡s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s 200✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡❧❛②
γ−1i ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦ t♦ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ tr❛♥s❢❡r
♦♥❡ ❥♦❜ ✐s t❡♥ t✐♠❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❛t ❥♦❜✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❜②
✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ t❛s❦ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ λ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ s②st❡♠ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ U = λT ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✶✹❪✮✱ r❛♥❣❡
❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶ ✭❧✐❣❤t✲❧♦❛❞✮ ❛♥❞ ✵✳✾ ✭❤❡❛✈②✲❧♦❛❞✮✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥❞✉❝t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs
❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✐✳❡✳✱ µ1 = · · · = µR✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✭✶✻✮ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❜♦①♣❧♦t ❝♦♠♠❛♥❞✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❜♦① ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✸✱✵✵✵ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ♦✉r
❜♦✉♥❞s ♣r♦✈✐❞❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ❧❡ss t❤❛♥ 2%✳ ❆s t❤❡ s②st❡♠ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ U ✐♥❝r❡❛s❡s✱
❛ s❧✐❣❤t ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❝❝✉rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❋♦r♠✉❧❛ ✭✶✷✮ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ✇❛✐t✐♥❣
t✐♠❡ W ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s♠❛❧❧ ❡rr♦rs ♦♥ T ❛s U ❣r♦✇s t♦ ✉♥✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ✇❤❡r❡ U = 0.9✱ ♦✉r
❜♦✉♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❣❛✐♥ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r✱ ✐✳❡✳✱ 3.4%✳ ❆❧s♦✱ ♦✉r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ r♦❜✉st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣✲t✐♠❡ ❡rr♦rs ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✳
❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❡rr♦r ✭✶✻✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡tt✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❜✉t ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣
■◆❘■❆
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❦ st❡❛❧✐♥❣ ❢♦r str❡❛♠✐♥❣ s②st❡♠s ✶✸
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❇♦①♣❧♦t ♦❢ ❡rr♦rs ✭✶✻✮ ✇❤❡♥ t❛s❦s s♣❧✐t ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s✳
♦❢ t❤❡ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ♠❡❛♥ s❡r✈✐❝❡ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✐s ❛
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ r❛♥❣❡ (1, 2] ✭✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s♣❡❡❞ r❛t✐♦ ✐s
❜❡❧♦✇ ✶✳✺✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❡rr♦r ✭✶✻✮✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❜♦① r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✸✱✵✵✵ ♠♦❞❡❧s✳
❆❣❛✐♥✱ ♦✉r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦r t❡♥❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠♦r❡ st❡❛❧s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡ s♦
t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐t ❛ss❡ss❡s t♦ 7%✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ✭✶✻✮ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ U ✜♥❞s t❤❡
s❛♠❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣✲t✐♠❡ ❡rr♦rs r❡♠❛✐♥s
❧✐♠✐t❡❞✱ ♦✉r r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ r♦❜✉st✳
◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❛s❦s s♣❧✐t ✐♥ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ✭♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛♥② r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❛s❦s ❛r❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❥♦❜s ❡①❡❝✉t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ✭s♠❛❧❧✮ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♣✐①❡❧s✮✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ♠♦❞❡❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❧✐♠✐t s✉❝❤ ❛♥❛❧②s✐s t♦ t✇♦✲
♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳✱ R = 2✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s
❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ♣❡r t❛s❦✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ K = 1✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t t❛s❦s ❛❧✇❛②s s♣❧✐t ✐♥ N := RN1 ❥♦❜s✱ ✇❤❡r❡ N1 ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ 100 t♦ 2, 000 ✇✐t❤ st❡♣ 50✱ ✐✳❡✳✱ ❛ t❛s❦
❝❛♥ s♣❧✐t ✐♥ ✹✱✵✵✵ ❥♦❜s ❛t ♠♦st✳ ❚♦ ❜❡tt❡r str❡ss t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ λ ✐s s✉❝❤ t❤❛t U = λT r❛♥❣❡s ✐♥ [0.7, 0.9] ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ ❡rr♦r ✭✶✻✮ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❜♦①♣❧♦t ❝♦♠♠❛♥❞✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❜♦① ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✶✱✵✵✵ ♠♦❞❡❧s✳ ❖✉r ❜♦✉♥❞s ②✐❡❧❞
♥❡❛r❧② ❡①❛❝t r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ t❛s❦s s♣❧✐t ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s N1 ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❲❤❡♥ N1 ≥ 400✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ❜❡❝♦♠❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ 1%✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡st ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❜♦✉♥❞s ❛r❡ r♦❜✉st ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧s♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦rs ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s N1 ✐♥❝r❡❛s❡s✳
✻ ❖♣t✐♠❛❧ ◆✉♠❜❡r ♦❢ Pr♦❝❡ss♦rs
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❛❧ ❝♦sts ✭❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t❛s❦ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ λ ✐s
❣✐✈❡♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❛s❦s ♠✉st ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✱ W ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡✳ ❖✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡s
❛t r✉♥✲t✐♠❡✱ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ r❡✲❡①❡❝✉t❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r λ ✭♦r W ✮ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥❡✇ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡
♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② s❝❛❧✐♥❣ t❤r❡❛❞s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❝❡ss♦rs ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♦❢t❡♥ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠
minRc(µ1), s✉❜❥❡❝t t♦✿ W (µ1, R) ≤ W, µ1 ∈ R+, R ∈ N, ✭✶✼✮
✇❤❡r❡ c(µ1) ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♣❡❡❞ µ1✳ ■❢ t❤❡ ❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡ ❝♦st ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② c(µ1) = Aµα1 ✱ ✇❤❡r❡
A ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ α ≥ 1✱ t②♣✐❝❛❧❧② 2 ≤ α ≤ 3 ❢♦r ♠♦st ❝✐r❝✉✐t ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❬✶✷❪✮✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✼✮ ♣r♦✈✐❞❡s
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇✳r✳t✳ ❡♥❡r❣② ✉s❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳
❙✐♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s♣❡❡❞s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ♣♦✇❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t❤r❡❛❞s✱ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ ❛r❡
❘❘ ♥➦ ✻✾✽✽
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❈♦st ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❣❧❡✲♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ λ = 1 ❥♦❜s
♣❡r ✉♥✐t ♦❢ t✐♠❡✱ W = 1✱ K = 1 ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ K = 10 ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✱ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❣❡♥❡r❛t❡s Nk = 100k ❥♦❜s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/K✱
❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s α = 2✳
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✼✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡
❜♦✉♥❞s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✳ ■♥ t❤✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡✱
♦✉r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ✈❡r② t✐❣❤t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✮ s♦ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇♦r❦ st❡❛❧✐♥❣ ❜✉t r❛t❤❡r
♦♥ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ◆♦t✐♥❣ t❤❛t ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ R✱ s❛② R✱ ❜♦t❤ c(µ1) ❛♥❞ W (µ1, R) ❛r❡ ❝♦♥✈❡①
❛♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ µ1✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ✭✶✼✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
♦♣t✐♠✉♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ W (µ1, R) = W ✳ ❆❞♦♣t✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✶✹✮✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ❛♥❞
✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r♦♦t✿
µ∗1(R) =
1
2R
(
λT (1) +
√
(λT (1))2 + 2λV (1)/W
)
✭✶✽✮
✇❤❡r❡ T (1) ❛♥❞ V (1) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✹✮ ✇✐t❤ R = R ❛♥❞ µr = 1/R✱ ∀r✳ ❋♦r R ✜①❡❞✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮ ❡①♣❧✐❝✐ts t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ W ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❛t❡✿ ❛s W ❞❡❝r❡❛s❡s ✭❜❡✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡✮✱ µ1 ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ r♦♦t✳ ❚❤✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❤♦✇s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛
✏♥♦✲st❡❛❧✑ ♣♦❧✐❝②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s µ1 ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❛s W ❞❡❝r❡❛s❡s ✭t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ st❛♥❞❛r❞
▼✴▼✴✶ ❢♦r♠✉❧❛s✮✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α s♦ t❤❛t
✐t ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭✇❡ ♦♥❧② ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ❡♥❡r❣② ✉s❡ ✐s ❝♦♥✈❡① ✐♥
t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r s♣❡❡❞✮✳
❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ ✭✶✼✮✱ ✇❡ ✐t❡r❛t❡ ✭✶✽✮ ♦✈❡r R✳ ❲✐t❤✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Rc(µ∗1(R))/c(µ
∗
1(1)) ❛♥❞ µ
∗
1(R)/µ
∗
1(1)✱ ❜② ✈❛r②✐♥❣ R ♦♥❧② ❢r♦♠ ✶ t♦ ✻ ✭✇❡ r❡♠❛r❦
t❤❛t R ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✮✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t✱ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❝♦sts✱ ♦❢ ❛❞♦♣t✐♥❣ R ♣r♦❝❡ss♦rs ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❣❧❡✲
♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✈❛r✐❡s ✭❛s R ✈❛r✐❡s✮ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡
✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♥ ✭✶✼✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✿ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❛s❦s s♣❧✐t
✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✭❧❛r❣❡✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ W = λ−1 = 1 t✐♠❡ ✉♥✐t ❜❡❝❛✉s❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞
s②st❡♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛✐♠❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥✲t❤❡✲✢② r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ▲✐tt❧❡✬s ❧❛✇ ❬✾❪
❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✐t✐♥❣ t❛s❦s ✐s ♦♥❡✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ②✐❡❧❞s ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦sts ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ R = 2✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❛r❧② 30% ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ✭✐❞❡♥t✐❝❛❧✮ ♣r♦❝❡ss♦rs ❤❛✈✐♥❣ s♣❡❡❞s r❡❞✉❝❡❞ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♥❡❛r❧② 1.7✳ ■♥ t❤❡ ✜rst
s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ R = 3 ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❋♦r R > 3✱ t❤❡ R t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❛s❦s ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✇♦r❦❧♦❛❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣
t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r s❡r✈✐❝❡ r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐♠♣❛❝ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡ t❡r♠ µα1 ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
♦♣t✐♠✉♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ R = 12 ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ R = 2✱ ✇♦r❦ st❡❛❧✐♥❣ ②✐❡❧❞s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦st
r❡❞✉❝t✐♦♥✳
■◆❘■❆
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❦ st❡❛❧✐♥❣ ❢♦r str❡❛♠✐♥❣ s②st❡♠s ✶✺
✼ ❆❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❏♦❜s t♦ ❙t❡❛❧
■♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ st❡❛❧s ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❥♦❜s
❢r♦♠ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r q✉❡✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡r st❡❛❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❧❡ts ✉s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ❜② s❧✐❣❤t❧② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❲❡ ♥♦✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s❤♦✇
t❤❛t s♦♠❡ ❣❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❥♦❜s st♦❧❡♥ t♦ ♣r♦❝❡ss♦r s♣❡❡❞s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❥♦❜ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ n ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♣r♦❝❡ss♦r s ✐s t❤❡ ♠♦st ❧♦❛❞❡❞ ♦♥❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡❛❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧♦❛❞ ❛♠♦♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs✿ ✐✮ ❆❞❛♣t✐✈❡ ▲♦❝❛❧ ✭▲✮✿ ❛♥ ✐❞❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r
✭s❛② r✮ st❡❛❧s α(n) = ns · µr/(µr + µs) ❥♦❜s ❢r♦♠ s✱ ❛♥❞ ✐✐✮❆❞❛♣t✐✈❡ ●❧♦❜❛❧ ✭●✮✿ ❛♥ ✐❞❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✭s❛② r✮ st❡❛❧s
α(n) = ns · µr/µ ❥♦❜s ❢r♦♠ s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❜❡❤✐♥❞ ▲ ✐s t♦ st❡❛❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❥♦❜s ✇❤✐❝❤ ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡
♠❡❛♥ ❧♦❛❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✇❤✐❝❤ st❡❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s st♦❧❡♥✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ ❛❢t❡r ❛ st❡❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❝❡ss♦rs t❡♥❞ t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❥♦❜s ❛t ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♥♦ ❢✉rt❤❡r st❡❛❧s✱ ❛♥❞✱ t❤✉s✱
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ● st❡❛❧s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❥♦❜s
✇❤✐❝❤ ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛♥ ❧♦❛❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❲❡ ♥♦✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s
❛❜♦✈❡ ✇✐t❤✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❆s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜rst ❛ss✉♠❡ t❤❛t st❡❛❧✐♥❣ ❝♦sts ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s t♦ tr❛♥s❢❡r✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❥♦❜s t♦ st❡❛❧ ✭✐♥ t❤❡ ❋■❋❖
q✉❡✉❡ ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✮ ❤❛✈❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss❡s✱ s♦ t❤❛t ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✭✐♥ α(n)✮ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❝❛♥
❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❥♦❜ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s t♦ tr❛♥s❢❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❡❛❧✐♥❣ ❝♦st ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ γ−1α(n) = α(n) /
(
10 µR
)
✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✺✮✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❝❛s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ γ−1α(n) = log2(α(n)) /
(
10 µR
)
✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❝❛s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡
γ−1α(n) = 1✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ ❛♥❞ t❤❡ s❡tt✐♥❣s ❛❜♦✈❡✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡
❡rr♦rs ❊rr1i = 100 · (Ci−C1/2)/C1/2 ❛♥❞ ❊rr
2
i = 100 · (Ui−U1/2)/U1/2✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✷✱✵✵✵ r❛♥❞♦♠ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡
Cx ❛♥❞ Ux ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ s♣❡♥t ❢♦r st❡❛❧✐♥❣ ✇❤❡r❡ x ∈ {L, G, 1/2}
r❡❢❡rs t♦ t❤❡ st❡❛❧✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱ str❛t❡❣② ● ✐s ❜❡tt❡r ✭♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✮ t❤❛♥ ❜♦t❤ ▲ ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣②
▲✐♥❡❛r ▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❈♦♥st❛♥t
❊rr1i ❊rr
2
i ❊rr
1
i ❊rr
2
i ❊rr
1
i ❊rr
2
i
i = L ✶✵✳✸✵✪ ✶✵✳✸✼✪ ✲✸✳✻✹✪ ✲✸✳✺✸✪ ✲✸✳✹✪ ✲✸✳✹✸✪
i = G ✲✽✳✽✵✪ ✲✽✳✾✹✪ ✼✳✶✹✪ ✼✳✶✶✪ ✶✶✳✷✪ ✶✶✳✹✻✪
❚❛❜❧❡ ✸✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❛❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ▲ ❛♥❞ ● ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ♦♥❡✳
st❡❛❧✐♥❣ ❤❛❧✈❡s ♦❢ ❥♦❜s ✭✐✳❡✳ i = 1/2✮ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ✽✳✽✪ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ ▲ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ♦♥❡ ♣♦❧✐❝② str♦♥❣❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣② ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♦✉r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♥❡✇ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✇❡
♥♦t✐❝❡ t❤❛t C1/2 ❛♥❞ U1/2 t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ str❛t❡❣✐❡s L ❛♥❞ G✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ♦♥ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s✱ ✐✳❡✳✱
❋♦r♠✉❧❛ ✭✶✻✮✱ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s t❤❡ st❡❛❧✐♥❣
str❛t❡❣✐❡s ▲ ❛♥❞ ● ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❝❛s❡s✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✷✱✵✵✵ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞
♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧♦❛❞✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❛❜♦✈❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳
✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ str❡❛♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ q✉❡✉❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❜✉s ❝♦♥t❡♥t✐♦♥s ❛♥❞ t❛s❦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✐ts ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡♠❛✐♥s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇❤❡♥ t❛s❦s s♣❧✐t ✐♥ ♠❛♥② ❥♦❜s ♦r ♠❛♥②
♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✐❣❤t ❜♦✉♥❞s ❛❜❧❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛♥♥❡r✳
❲❡ s❤♦✇❡❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇❤✐❝❤
♠✐♥✐♠✐③❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❛❧ ❝♦sts ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✈❡① ♣r♦❣r❛♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ♦t❤❡r st❡❛❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢
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LoadBalance2 (log)
LoadBalance1 (log)
❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮ t❤❡ ❝♦st ♦❢ st❡❛❧✐♥❣ ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝✮ ✐♥ α(n)✱ ✇❤❡r❡ α(n) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s t♦ st❡❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♣♦❧✐❝✐❡s ▲♦❛❞❇❛❧❛♥❝❡✶ ❛♥❞ ▲♦❛❞❇❛❧❛♥❝❡✷✳
❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♦♥ t❛s❦ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ t♦ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✳
❖✉r ✇♦r❦ ❛❞❞r❡ss❡s ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ❛s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡①❛❝t ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡
✐♥ s♦♠❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜♦✉♥❞s ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
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